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jednostke i samg linijke (bez podzialki) oraz cyrkiel. Okazuje sie,
ze choc¢ obliczenie pierwiastkéw kwadratowych wprowadza liczby
niewymierne, caly zbiér nie wykracza daleko poza liczby wymier-
ne. Zbior liczb euklidesowych, jak je nazywamy, to te cztery dzia-
tania arytmetyczne i wyciaganie pierwiastkéw dowolna liczbe razy.
Na przyklad liczba / 7 — \/4/3 jest liczbg tego rodzaju. Nawet pier-
wiastki trzeciego stopnia sg poza zakresem narzedzi euklideso-
wych. Stalo si¢ to podstawa prawdopodobnie pierwszego z trzech
wielkich nierozwigzanych probleméw matematyki. Chodzi o tak zwa-
ny problem delijski: zbudowanie pierwiastka trzeciego stopnia z 2,
wykorzystujac tylko linijke i cyrkiel. Legenda moéwi, ze zadanie zo-
stalo zestane przez boga, gdy obywatele Delos zapytali wyrocznig
delficka, co powinni zrobi¢, aby odsung¢ zaraze od Aten - problem
zostal przedstawiony w postaci dokladnego podwojenia objetosci
oltarza, ktdéry byl idealnym szescianem.

Problem pozostal nierozwigzany w czasach klasycznych. To, ze pier-
wiastek trzeciego stopnia z 2 lezy poza zakresem narzedzi eukli-
desowych, zostato ustalone w 1837 roku przez Pierre’a Wantzela
(1814-1848). Wymagalo to precyzyjnego algebraicznego opisu, co jest
mozliwe za pomoca klasycznych narzedzi, aby zobaczy¢, ze pier-
wiastek trzeciego stopnia z 2 jest liczba catkowicie innego rodzaju.
Sprowadza si¢ to do pokazania, ze nigdy nie mozemy stworzy¢ szes$-
cianu z pierwiastkéw kwadratowych i liczb wymiernych. Jedli to
sformulujemy w ten sposéb, niemoznos¢ ta brzmi przyjemniej. Jed-
nak nie jest to w zadnym stopniu dowod.

Transcendentalne

W Klasie liczb niewymiernych istnieje tajemnicza rodzina liczb trans-
cendentalnych. Liczby te nie powstaja w wyniku zwyklych obli-
czen arytmetycznych ani wyciggania pierwiastkéw. Definiujac
to doktadnie, wprowadzamy najpierw wspoétczesng kolekcje liczb
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algebraicznych, ktdre s rozwigzaniami réwnania wielomianowego
o wspotczynnikach calkowitych, na przyklad takim réwnaniem jest
x° = 3x + 1 = 0. Liczby transcendentalne s zdefiniowane jako klasa
liczb niealgebraicznych.

Nie ma jasnego dowodu, czy takie liczby istnieja. Jednak naprawde
istniejg i tworzg bardzo tajemniczg spoleczno$c, a te, ktore sie tam
znajduja, niechetnie przyznaja sie do czlonkostwa w tym klubie.
Na przykiad liczba m jest transcendentalna, ale nie jest to do razu
widoczne. Jest to wyjasnione w kolejnym rozdziale, gdy badamy
nature zbioréw nieskonczonych, dlaczego ,wiekszos¢” liczb jest
transcendentalnych w precyzyjnym sensie.

Na razie pozostane przy wprowadzeniu najstynniejszej z liczb trans-
cendentalnych, liczby e = 2,71828... Liczba ta pojawia si¢ w matema-
tyce wyzszej i algebrze: stanowi podstawe tak zwanego logarytmu
naturalnego, funkcji, ktéra méwi nam, jaka jest powierzchnia pod wy-
kresem funkcji odwrotnej. Liczba ta jest takze granicg szeregu liczb,
ktére otrzymujemy przy podniesieniu ilorazu dwdch kolejnych
liczb catkowitych "7” (=1 +%) do potegi n. (Sprawdzcie na kalku-
latorze, jaki jest wynik (129/128)"* - mozecie wykonac¢ ,szybkie
potegowanie’, obliczajac 129/128, a potem podnoszac do kwadratu
7 razy, gdyz 2" = 128).

Ten ciag pojawia sie, gdy rozpatrujemy problem ograniczania war-
tosci procentéw zlozonych przy cigglym zmniejszaniu odcinka wy-
platy z rocznego na miesigczny, dzienny i tak dalej. Aby pokazac te
kwestie, rozpatrzmy przypadek wyplaty odsetek z rocznym opro-
centowaniem 100%, sktadajgc n rat rocznie, co oznacza, ze nasze
poczatkowe odsetki s3 mnozone przez czynnik (1 + %) 1 razy w cig-
gu roku. Podstawa bedzie wtedy mnozona przez czynnik (1+ %)”.
Im czedciej otrzymujecie wyplate odsetek, tym wiecej bedziecie za-
rabia¢, gdyz n staje si¢ coraz wigksze. Jednak w miare wzrostu n
efektywne oprocentowanie (APR - Annual Percentage Rate, roczna
stopa oprocentowania) nie zwigkszy sie poza wszelkie granice, a be-
dzie sie zbliza¢ do gornego ograniczenia, zgodnie z matematycznymi
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